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Treœæ: Na podstawie wzorów Maxwella wyprowadzono funkcje, które spe³niaj¹ równania pola elek-
trycznego i magnetycznego. W przypadku pól harmonicznie zmiennych w czasie s¹ to tzw. równania
falowe. Do ró¿norodnych zadañ geofizycznych opartych na analizie zmiennych w czasie pól elektro-
magnetycznych wykorzystuje siê funkcje potencjalne: potencja³ wektorowy i skalarny, które spe³nia-
j¹ równie¿ równanie falowe. Potencja³y wektorowy i skalarny s¹ zwi¹zane z polem elektrycznym
i magnetycznym odpowiednimi równaniami. Aby okreœliæ pole elektromagnetyczne w oœrodkach nie-
jednorodnych, nale¿y uwzglêdniæ warunki graniczne, które musz¹ spe³niaæ wektory pola elektrycznego
i magnetycznego, oraz potencja³ wektorowy. Podano zwi¹zki analityczne dla sk³adowych pola elektro-
magnetycznego w przypadku dipola elektrycznego i magnetycznego w jednorodnej przestrzeni i pó³prze-
strzeni. Okreœlono parametry realnych uk³adów pomiarowych spe³niaj¹cych warunki dipola elektrycz-
nego i magnetycznego. Scharakteryzowano tzw. strefê blisk¹ i dalek¹ pomiarów elektromagnetycznych
i podano zwi¹zki analityczne dla sk³adowych pola w tych strefach. Scharakteryzowano równie¿ pole
elektromagnetyczne dla Ÿróde³ wykorzystywanych w praktyce, a mianowicie dla nieskoñczenie d³ugie-
go kabla i nieuziemionej pêtli.
S³owa kluczowe: dipol elektryczny, dipol magnetyczny, potencja³ skalarny, potencja³ wektorowy,
strefa bliska, strefa daleka, impedancja
Abstract: Equations satisfied by vectors of electric and magnetic field were derived based on
Maxwell’s equations. In the case of time-dependent harmonic fields these are so called wave equa-
tions. Potential functions, i.e. vector potential and scalar potential, that also satisfy the wave equation
were used. Vector and scalar potentials are related with electric and magnetic field by means of
a number of equations. To determine the electromagnetic field in a non-homogeneous medium one
should define the boundary conditions for vectors of electric and magnetic field and vector potential.
The paper presents analytical formulae for EM field components for electric dipole and magnetic
dipole in a homogeneous space and half-space. Parameters of real measurement arrays that fulfill
conditions of electric dipole and magnetic dipole are given. So called near zone and far zone for EM
survey are defined. EM field of infinitely long cable and ungrounded loop is characterized.
Key words: electric dipole, magnetic dipole, scalar potential, vector potential, near zone, far zone,
impedance
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FUNKCJE POTENCJALNE
Podstaw¹ teorii dowolnie zmiennych w czasie pól elektromagnetycznych s¹ równania
Maxwella, które mo¿na zapisaæ w nastêpuj¹cej postaci:
   H j D (1a)
  E B–  (1b)
  D  (1c)
  B 0 (1d)
oraz tzw. równania materia³owe:
j Ei ik k 	 (2a)
D Ei ik k 
 (2b)
B Hi ik k  (2c)
gdzie: E i H oznaczaj¹, odpowiednio, wektory pola elektrycznego i magnetycznego, D i B –
wektory indukcji elektrycznej i magnetycznej, j, 	, 
, ,  oznaczaj¹, odpowiednio, gêstoœæ
pr¹du, przewodnictwo elektryczne oœrodka, jego przenikalnoœæ dielektryczn¹ i magnetycz-
n¹ oraz gêstoœæ objêtoœciow¹ ³adunków elektrycznych,  oznacza operator ró¿niczkowy
nabla, a symbol kropki – pochodn¹ po czasie.
W praktyce badañ geofizycznych wykorzystujemy bardzo czêsto pola harmonicznie
zale¿ne od czasu, opisane czynnikiem e i t–  , gdzie  – czêstotliwoœæ zmian pola, t – czas.
Obliczaj¹c dywergencjê pierwszego równania Maxwella (1a), ³atwo dowieœæ, ¿e dla czasu
wiêkszego od 10–7 s, jaki up³yn¹³ od momentu wzbudzenia pola w oœrodku przewodz¹cym,
gêstoœæ objêtoœciowa ³adunków elektrycznych   0. W zwi¹zku z powy¿szym dla pól
harmonicznie zmiennych w czasie równania Maxwella przyjmuj¹ nastêpuj¹c¹ postaæ:
   H E Ek k	 
– (3a)
  E i H (3b)
  D 0 (3c)
  B 0 (3d)
gdzie 	 	 










Uk³ad równañ (3) pozwala sformu³owaæ równania ró¿niczkowe, które spe³nia wektor
E i H. Je¿eli obliczymy obustronnie rotacjê pierwszego (3a) i drugiego (3b) równania,
wykorzystamy pozosta³e równania uk³adu (3) oraz uwzglêdnimy zale¿noœæ rachunku wek-
torowego      – , gdzie  jest dowolnym wektorem, otrzymamy wówczas:
 H k H E k E   2 20 0, (4)
gdzie






   	 (5b)
jest tzw. liczb¹ falow¹ oœrodka. Jest to wielkoœæ zespolona, któr¹ mo¿emy przedstawiæ
w postaci
k a b i   (6)

































W celu rozwi¹zania zadania geofizycznego metod¹ zmiennych pól elektromagnetycz-
nych nale¿y rozwi¹zaæ odpowiednie równania falowe (4) przy warunkach na³o¿onych na
Ÿród³o pola i warunkach na poszczególnych granicach nieci¹g³oœci oœrodka.
Do ró¿norodnych zadañ opartych na analizie zmiennych w czasie pól elektromagne-
tycznych wykorzystuje siê równie¿ funkcje potencjalne. Wychodzimy z równania (3d) – któ-
re przy za³o¿eniu, ¿e przenikalnoœæ magnetyczna nie jest funkcj¹ po³o¿enia, tzn.  = const,
mo¿emy napisaæ w postaci  H = 0 – œwiadcz¹cego o wirowym charakterze pola magne-
tycznego, Ÿród³em którego mo¿e byæ np. dipol elektryczny. Wektor natê¿enia tego pola H
mo¿emy wówczas wyraziæ poprzez rotacjê tzw. potencja³u wektorowego A, czyli
H A  (9)
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Podstawiaj¹c powy¿sze wyra¿enie do drugiego równania Maxwella (3b), otrzymamy
  ( – )E i A 0. Je¿eli rotacja pewnego wektora równa siê zero, to mo¿na go przedsta-
wiæ jako gradient pewnej skalarnej funkcji. Wprowadzimy pomocnicz¹ funkcjê nazywan¹
potencja³em skalarnym typu elektrycznego U. Je¿eli oznaczymy
 U E i A– ( – ) (10)
a nastêpnie wyznaczymy z tego równania E i podstawimy do pierwszego równania (3a), to
po prostych przekszta³ceniach otrzymamy
    ( ) –A U A i Ak k	 	 (11)
Ostatnie równanie jest niejednoznaczne, poniewa¿  ( )U Uconst i    ( )A f 0,
gdzie f – funkcja dowolnej zmiennej.
Aby usun¹æ niejednoznacznoœæ okreœlenia funkcji potencjalnych U i A, nale¿y na nie
na³o¿yæ dodatkowy warunek, zwany warunkiem kalibracji. Dogodn¹ formê warunku kalib-
racji jest równanie (Chmielovskoj 1971)
   A Uk	 0 (12)










A k A 2 0 (14)
U k U 2 0 (15)
Tak wiêc wektory pola elektrycznego E, magnetycznego H oraz funkcje potencjalne
typu elektrycznego, wektorowa A i skalarna U, spe³niaj¹ równanie falowe. Uwzglêdniaj¹c
równania (10) i (13), wektor pola elektrycznego mo¿emy wyraziæ podobnie jak wektor pola
magnetycznego poprzez potencja³ wektorowy A
E i A k A    ( )–2 (16)
Wychodz¹c z równania   E 0, wskazuj¹cego na wirowy charakter pola elektryczne-
go, mo¿na wprowadziæ nowe funkcje potencjalne: potencja³ wektorowy A* i potencja³
skalarny U* typu magnetycznego, poniewa¿ za ich pomoc¹ opisujemy pole, którego Ÿród-
³em jest dipol magnetyczny.
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Z równania  E 0 wynika bezpoœrednio, ¿e
E A  * (17)
Wstawiaj¹c to wyra¿enie do równania (3a), otrzymamy  ( – )*H Ak	 0 i dlatego
wyra¿enia pod znakiem rotacji mo¿emy przedstawiæ jako gradient funkcji skalarnejU* , tzn.
 U H Ak
* *– 	 (18)
Je¿eli okreœlimy z tego wyra¿enia H i podstawimy je do równania (3b), otrzymamy




    ( – ) * *A i U A k A   2 (19)
W celu unikniêcia wieloznacznoœci rozwi¹zania, podobnie jak w przypadku funkcji
typu elektrycznego, przyjmujemy
  A i U*   (20)
a w zwi¹zku z powy¿szym
A k A* * 2 0 (21)
Obliczaj¹c obustronnie dywergencjê równania (18) oraz uwzglêdniaj¹c (3d) i (19),
otrzymamy
U k U* * 2 0 (22)
Uwzglêdniaj¹c (18), (19) i (5a), pole magnetyczne mo¿emy wyraziæ poprzez potencja³
wektorowy A*





Porównuj¹c pierwsze i drugie równanie Maxwella (3a) i (3b), wyra¿enia (9) i (17)
oraz (16) i (23), mo¿na stwierdziæ ich to¿samoœæ pod warunkiem dokonania zamiany:
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W ten sposób rozwi¹zanie zadania geofizycznego dla oœrodków izotropowych przy
wykorzystaniu harmonicznie zmiennych pól elektromagnetycznych sprowadza siê do roz-
wi¹zania równania falowego potencja³u wektorowego typu elektrycznego A lub magne-
tycznego A* (w zale¿noœci od charakteru Ÿród³a pola), a nastêpnie do obliczenia wektorów
pola elektrycznego E i magnetycznego H. Wektory pola elektromagnetycznego, a wiêc
i potencja³u wektorowego, musz¹ spe³niaæ odpowiednie warunki na granicach nieci¹g³oœci
oœrodka niejednorodnego.
WARUNKI GRANICZNE POTENCJA£U WEKTOROWEGO
Aby okreœliæ pole elektromagnetyczne w oœrodkach niejednorodnych ze skokow¹
zmian¹ parametrów elektrycznych i magnetycznych oœrodka, nale¿y uwzglêdniæ warunki
graniczne, które musz¹ spe³niaæ wektory pola elektrycznego E i magnetycznego H. Warun-
ki te to ci¹g³oœæ sk³adowych stycznych (w stosunku do granicy rozdzia³u) pola elektryczne-
go i magnetycznego, tzn.
H H E Et t t t1 2 1 2  (25)
oraz ci¹g³oœæ sk³adowej normalnej wektora indukcji magnetycznej
 1 1 2 2H Hn n (26)
W nieskoñczonoœci od Ÿród³a przyjmujemy warunek wypromieniowania pola, tzn. ma-
lenie jego natê¿enia najczêœciej wed³ug funkcji eksponencjalnej. Skoro przy rozwi¹zywaniu
zadañ elektrodynamiki, zgodnie ze wzorami (9), (16), (17) i (23), pos³ugujemy siê poten-
cja³em wektorowym, zachodzi koniecznoœæ okreœlenia warunków granicznych tej funkcji.
Niech osie x i y kartezjañskiego uk³adu wspó³rzêdnych le¿¹ w p³aszczyŸnie stycznej
do granicy rozdzia³u, a oœ z jest do niej prostopad³a. Wówczas warunki graniczne (25)
i (26) przyjmuj¹ postaæ:
H H H H H H E E E Ex x y y z z x x y y1 2 1 2 1 1 2 2 1 2 1 2    , , , ,  (27)
Je¿eli do równañ (9) i (16) zastosujemy zasady rachunku wektorowego oraz wykorzy-
stamy równanie (27), to po pewnych przekszta³ceniach otrzymamy dla warunków granicz-
nych potencja³u wektorowego typu elektrycznego A nastêpuj¹ce równania:
A A A A A A A A
A
y z y z x z x z x x y y
z















W podobny sposób otrzymamy wyra¿enia dla warunków granicznych potencja³u
wektorowego typu magnetycznego A*, je¿eli wykorzystamy równania (24) i w uk³adzie
równañ (28) dokonamy zamiany A na A* oraz  na –
k.
POLE DIPOLA ELEKTRYCZNEGO I MAGNETYCZNEGO
W JEDNORODNEJ PRZESTRZENI
ród³ami zmiennych pól elektromagnetycznych s¹ dipole: elektryczny i magnetyczny.
Dipolem elektrycznym (lub wibratorem Hertza) jest krótki odcinek przewodu elektryczne-
go, uziemiony na koñcach i zasilany harmonicznie zmiennym pr¹dem. Dipoem magnetycz-
nym mo¿e byæ nieuziemiona pêtla zasilana równie¿ pr¹dem harmonicznie zmiennym. Uzie-
mione przewody elektryczne lub nieuziemione pêtle mo¿na wówczas uznaæ za dipole elek-
tryczne lub magnetyczne, je¿eli ich rozmiary: d³ugoœæ lub œrednica, s¹ znacznie mniejsze
w porównaniu z odleg³oœci¹ miêdzy Ÿród³em pola elektromagnetycznego a punktem rejes-
tracji tego pola.
W pocz¹tku kartezjañskiego uk³adu wspó³rzêdnych x, y, z znajduje siê elementarny
odcinek przewodu elektrycznego dz, zorientowanego wzd³u¿ osi z. W przewodzie p³ynie
pr¹d sta³y o natê¿eniu I (czêstotliwoœæ   0). Zgodnie z prawem Biota–Savarta pole
magnetyczne takiego dipola le¿y w p³aszczyŸnie prostopad³ej do osi z i w sferycznym










Ze wzoru tego wynika, ¿e pole magnetyczne ma tylko sk³adow¹ styczn¹ do linii si³
pola H

, le¿¹c¹ w p³aszczyŸnie prostopad³ej do osi z, a pozosta³e sk³adowe: Hz oraz HQ i Hr,
w uk³adzie sferycznym s¹ równe zero.
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Fig. 1. Pole elektromagnetyczne dipola elektrycznego w jednorodnej przestrzeni
Fig. 1. Electromagnetic field of electric dipole in homogeneous space
Wychodz¹c z równania H A oraz zak³adaj¹c warunki osiowej symetrii sk³ado-








A A AQ r
   0, otrzymujemy uk³ad równañ



























Tak wiêc potencja³ wektorowy dipola pr¹du sta³ego ma tylko jedn¹ sk³adow¹ zoriento-
wan¹ wzd³u¿ osi z i zale¿n¹ od odleg³oœci od pocz¹tku uk³adu r.
Potencja³ wektorowy dipola elektrycznego
Potencja³ wektorowy Az (wzór (31)) jest granicznym wyra¿eniem potencja³u wektoro-
wego dipola elektrycznego pr¹du zmiennego w jednorodnej przestrzeni. Fale generowane
przez taki dipol maj¹ symetriê sferyczn¹, zale¿ne s¹ tylko od odleg³oœci od œrodka dipola r.







A r k A r( ) ( )    (32)











Korzystaj¹c z prezentacji liczby falowej w postaci (6) oraz z warunku wygasania pola





















Ostatnie wyra¿enie œwiadczy o tym, ¿e Ÿród³em sferycznej fali elektromagnetycznej,
harmonicznie zmiennej w czasie, jest dipol elektryczny. Z tego powodu wyra¿enie (34) na-
zywamy potencja³em wektorowym pr¹du elektrycznego.
Pole elektromagnetyczne dipola elektrycznego w jednorodnej przestrzeni
Z powy¿szych rozwa¿añ wynika, ¿e w jednorodnej przestrzeni potencja³ wektorowy






























Wykorzystuj¹c wyra¿enia rotacji w uk³adzie sferycznym, wzory (36) oraz warunki sy-








   
4
1 0( – )sin , (37)
W celu okreœlenia sk³adowych elektrycznych pola elektromagnetycznego pos³u¿my
siê równaniem (16), wykorzystuj¹c wyra¿enia sk³adowych gradientu funkcji skalarnej
w uk³adzie sferycznym, otrzymamy:
E i A k
r
A
E i A k
r Q
A













































Dla dywergencji wektora A w sferycznym uk³adzie wspó³rzêdnych, uwzglêdnia-
j¹c (36), otrzymamy
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sin ( – ) (42)
Je¿eli przyjmiemy, ¿e pr¹d I
d
dt
q e i t – ( )–0
 , gdzie q0 jest amplitud¹ ³adunku, prze-
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1( ) sin ( – )
–
( – ) (45)
E H Hr Q   0 0, (46)
Z powy¿szych wzorów wynika, ¿e pole elektryczne dipola elektrycznego le¿y w p³asz-
czyŸnie po³udnikowej, natomiast pole magnetyczne w p³aszczyŸnie równole¿nikowej.
Ogólna postaæ pola elektromagnetycznego ma z³o¿ony charakter. Rozwa¿my szczególne
przypadki wa¿ne dla praktyki wykorzystania pola dipola w ocenie w³asnoœci fizycznych
oœrodka: strefê blisk¹, strefê dalek¹ i oœrodek niejednorodny.
Stref¹ blisk¹ nazywamy oœrodek w pobli¿u dipola, dla którego jest spe³niony warunek:
k r 1. Skoro k i2 2 	  
 , to powy¿szy warunek jest spe³niony przy ma³ych
odleg³oœciach od Ÿród³a pola r i niskich czêstotliwoœci . Uwzglêdniaj¹c zwi¹zek liczby
falowej z d³ugoœci¹ fali  (k i 2 1 ( – )/ ;   107 T ; T – okres zmian pola), warunek
k r 1 mo¿emy zapisaæ w postaci r/  1.
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Porównuj¹c wyra¿enia (29) i (49), stwierdzamy, ¿e pole magnetyczne spe³nia prawo
Biota–Savarta dla dipola pr¹du sta³ego. Poniewa¿ k i k
2
 	 (5b), gdzie 	 	 
k i –
(znaczenie poszczególnych symboli jak we wzorach (2) i (3)) jest zespolon¹ przewodnoœci¹




















Wyra¿enia te s¹ zgodne ze sk³adowymi pola elektrycznego dipola pr¹du sta³ego.
Stref¹ dalek¹ (lub falow¹ lub promieniowania) nazywamy obszar po³o¿ony w oddale-


































Z opisu pola odrzucamy sk³adow¹ Er, poniewa¿ przy dostatecznie du¿ych odleg³oœ-
ciach od dipola Er << EQ.
Pole elektromagnetyczne dipola w strefie dalekiej ma nastêpuj¹ce w³aœciwoœci:
– amplitudy sk³adowych pola EQ i H malej¹ odwrotnie proporcjonalnie do odleg³oœci
od Ÿród³a pola;
– amplitudy pola zale¿¹ od w³asnoœci elektromagnetycznych oœrodka, czêstotliwoœci
zmian pola i natê¿enia pr¹du w Ÿródle;
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– fazy zmian pola  EQ ar – / 2 i  H ar artg
b
a
 – / 2 rosn¹ liniowo ze wzrostem




–  , gdzie a i b s¹ czêœci¹
rzeczywist¹ i urojon¹ liczby falowej;
– wektory pola EQ i H s¹ wzajemnie prostopad³e, co oznacza, ¿e pole elektromagne-
tyczne jest fal¹ poprzeczn¹, a natê¿enie pola jest maksymalne w p³aszczyŸnie równi-
kowej (Q = /2) i znika wzd³u¿ osi dipola;







jest identyczna z impedancj¹ wejœciow¹ fali
p³askiej.





, gdzie c jest
prêdkoœci¹ œwiat³a w pró¿ni. Pole elektromagnetyczne ma sk³adowe EQ i H, poniewa¿ przy
dostatecznie du¿ych odleg³oœciach od dipola Er << EQ. Amplituda pola zale¿y od mocy
Ÿród³a i jego czêstotliwoœci oraz jest odwrotnie proporcjonalna do odleg³oœci od Ÿród³a r.
Porównuj¹c wyra¿enia na sk³adowe EQ i H (wzory (52) i (53)), zauwa¿amy, ¿e fazy tych
wyra¿eñ s¹ identyczne, a wiêc przesuniêcie fazowe miêdzy tymi sk³adowymi 
EQ H– siê
zeruje. Impedancja w nieprzewodz¹cym oœrodku jest wielkoœci¹ sta³¹ i wynosi 120 ·   m.
Pole elektromagnetyczne dipola magnetycznego
w jednorodnej przestrzeni
Pole elektromagnetyczne dipola elektrycznego okreœlamy za pomoc¹ potencja³u wek-
torowego typu elektrycznego A o symetrii sferycznej, przy czym H A  . Potencja³
wektorowy mo¿emy przedstawiæ w postaci
A A
















gdzie: pE = q0dz – moment dipola elektrycznego, q0 – ³adunek.
ród³em pola elektromagnetycznego mo¿e byæ równie¿ dipol magnetyczny. Jego
ekwiwalentem mo¿e byæ ramka lub zwój, przez który przepuszczamy zmienny pr¹d elek-
tryczny I. Magnetyczny moment dipola zorientowany jest wzd³u¿ osi ramki prostopad³ej do
jej p³aszczyzny o powierzchni S i wynosi pH = I · S.
Do opisu pola elektromagnetycznego wprowadzimy, podobnie jak w przypadku dipola
elektrycznego, potencja³ wektorowy typu magnetycznego A* równie¿ o symetrii sferycznej,
przy czym A Ax y
* *
  0. Wychodz¹c z równania (3c), mo¿emy napisaæ
E A  * (54)
48 J. Miecznik













Wykorzystuj¹c analogiê miêdzy sk³adowymi pola elektromagnetycznego opisanymi
przez potencja³ wektorowy typu elektrycznego A i magnetycznego A* (por. wzory (24)) dla





























































Wartoœæ sk³adowych pola elektromagnetycznego ró¿na od zera œwiadczy o tym, ¿e
pole elektryczne le¿y w p³aszczyŸnie równole¿nikowej, a pole magnetyczne – w p³aszczyŸ-
nie po³udnikowej (Fig. 2).
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Fig. 2. Pole elektromagnetyczne dipola magnetycznego w jednorodnej przestrzeni
Fig. 2. Electromagnetic field of magnetic dipole in homogeneous space
Zachowanie siê pola w strefie bliskiej, dalekiej i w oœrodku nieprzewodz¹cym jest ta-
kie samo jak w przypadku dipola elektrycznego z uwzglêdnieniem zamiany sk³adowych
elektrycznych na magnetyczne, a magnetycznych na elektryczne.
POLE NORMALNE REALNYCH RÓDE£
Realne Ÿród³a zmiennych pól elektromagnetycznych to m.in.:
– poziomy elektryczny dipol o d³ugoœci l, znacznie mniejszej od odleg³oœci r miêdzy
Ÿród³em pola elektromagnetycznego a punktem rejestracji tego pola (l << r);
– magnetyczny dipol o ró¿nej orientacji, którego poprzeczne rozmiary s¹ znacznie
mniejsze od odleg³oœci r;
– kable o d³ugoœci znacznie przewy¿szaj¹cej odleg³oœæ r;
– poziome, nieuziemione pêtle zasilane pr¹dem zmiennym, których pole elektromagne-
tyczne badamy wewn¹trz pêtli lub na zewn¹trz niej.
Za pole normalne bêdziemy przede wszystkim uwa¿aæ pole elektromagnetyczne na
powierzchni jednorodnej i izotropowej pó³przestrzeni. Znaj¹c sk³adowe pola normalnego:
amplitudy, fazy, elementy elipsy polaryzacji itp., i porównuj¹c je z danymi pomiarowymi,
mo¿na wydzieliæ czêœci anomalne rejestrowanego pola, w których zawarta jest informacja
o rozk³adzie przewodnictwa elektrycznego badanego oœrodka.
Pole poziomego dipola elektrycznego
w jednorodnej izotropowej pó³przestrzeni
Na wysokoœci h nad granic¹ rozdzia³u dwóch pó³przestrzeni o parametrach 
0, 0, 0,
k0 i 
1, 1, 1, k1 w pocz¹tku uk³adu wspó³rzêdnych (x, y, z) (+z skierowane w dó³) wzd³u¿
osi x umieszczony jest dipol elektryczny o d³ugoœci l. Wzd³u¿ dipola p³ynie zmienny pr¹d
o czêstotliwoœci . Okreœlmy pole elektromagnetyczne w dowolnym punkcie górnej i dol-
nej pó³przestrzeni (Fig. 3).
Zadanie rozwi¹¿emy przy uwzglêdnieniu potencja³u wektorowego typu elektryczne-
go A. Ze wzglêdu na fakt, ¿e wzd³u¿ osi y symetria oœrodka jest zachowana, potencja³ A
ma tylko dwie sk³adowe Ax i Az. Potencja³ wektorowy spe³nia równanie falowe (por. rów-
nanie (14)), które w cylindrycznym uk³adzie wspó³rzêdnych (r, , z – symetria oœrodka
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Równanie to mo¿emy rozwi¹zaæ metod¹ rozdzielenia zmiennych, przyjmuj¹c A(r, , z) =


































gdzie: m, n – dowolne sta³e, a indeks ! oznacza pochodn¹.
Szczególnym rozwi¹zaniem równañ (62) i (63) s¹ odpowiednie wyra¿enia:
w e v n v nm k z  "  
2 2
, cos , sin  (64)
Równanie (64) jest równaniem Bessela, którego rozwi¹zaniem szczególnym s¹ funk-
cje Bessela pierwszego i drugiego rodzaju rzêdu n argumentu (mr) – Jn(mr) i Yn(mr). Roz-
wi¹zanie ogólne równania (61) musi uwzglêdniaæ warunki na³o¿one na pole elektromagne-
tyczne. Ze wzglêdu na symetriê pola wzglêdem p³aszczyzny 0, x, z odrzucamy z rozwi¹za-
nia ogólnego funkcjê sinn. W nieskoñczonoœci pole elektromagnetyczne zanika, w zwi¹zku
z czym dla dodatnich wartoœci z odrzucamy wyra¿enie e z m k
2 2
 , a dla ujemnych wartoœci z
odrzucamy wyra¿enie e z m k–
2 2
 . W zwi¹zku z w³aœciwoœciami funkcji Bessela z rozwi¹-
zania ogólnego odrzucamy funkcjê Yn(mr), gdy¿ dla r 0Y mrn ( ), a potencja³ wekto-
rowy A wzd³u¿ osi z przyjmuje wartoœci skoñczone. W zwi¹zku z powy¿szymi warunkami
rozwi¹zanie ogólne potencja³u A w przypadku dolnej i górnej pó³przestrzeni przyjmuje postaæ















gdzie C jest sta³¹ ca³kowania (Chmielovskoj 1971).
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Fig. 3. Dipol elektryczny w jednorodnej izotropowej pó³przestrzeni
Fig. 3. Electric dipole in homogeneous isotropic half-space
W kartezjañskim uk³adzie wspó³rzêdnych potencja³ wektorowy A ma dwie wspó³rzêd-
ne Ax i Az. Bior¹c pod uwagê rozwi¹zania Zaborovskiego (1963), Vieszeva (1965) oraz
Chmielovskiego (1971) dla sk³adowych potencja³u wektorowego mo¿emy napisaæ:





























 J mr dm1 ( )
(66)
– w dolnej pó³przestrzeni:
A C e J mr dm
























cos ( ) dm
(67)
gdzie: R r z 2 2 , R m kmo o





W pierwszym wyra¿eniu równania uk³adu (66) wyodrêbniono cz³on uwarunkowany
polem elektromagnetycznym w pobli¿u dipola (potencja³ wektorowy w jednorodnej prze-
strzeni – por. wzór (35)). Sta³e C1–C4 wyznaczamy z warunków granicznych potencja³u
wektorowego (por. wzory (28)). Wykorzystuj¹c zwi¹zki pomiêdzy potencja³em wektoro-
wym A a polem elektrycznym E i magnetycznym H (por. wzory (9) i (16)), sk³adowe pola
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sin [( ) – ] (72)
gdzie: I – natê¿enie pr¹du w dipolu o d³ugoœci l, a Io, Ko, I1, K1 – zmodyfikowane funkcje




Przeanalizujmy powy¿sze wyra¿enia dla dwóch szczególnych przypadków: strefy bli-
skiej i dalekiej. Uwzglêdniaj¹c rozwiniêcia asymptotyczne zmodyfikowanych funkcji Bes-
sela I0, K0, I1, K1, urojonego argumentu
kr
2
(Lebiediev 1957, McLachlan 1964) dla sk³ado-
wych pola elektromagnetycznego dipola elektrycznego otrzymamy:
























































Sk³adowe pola elektromagnetycznego wyra¿one w uk³adzie kartezjañskim x, y mo¿e-
my przeliczyæ na sk³adowe radialn¹ Er i azymutaln¹ E wed³ug zale¿noœci (Fig. 4):
E E E E E Er x y x y cos sin , cos .      sin








































cos , cos ( – sin )sin (79)
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Fig. 4. Sk³adowe kartezjañskie i radialne





























































2( – cos )cos (90)
Podobnie jak dla strefy bliskiej obliczmy wartoœci impedancji wed³ug wzorów (80).
Uwzglêdniaj¹c wzory (83)–(87), mo¿emy napisaæ:





















Z ik Zyx yx – , 1 (92)
oraz:






























    (94)
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Analizuj¹c wyra¿enia opisuj¹ce pole elektromagnetyczne w strefie bliskiej kr 1
(73)–(82) oraz dalekiej kr 1 (83)–(94), dochodzimy do nastêpuj¹cych wniosków:
– Strefa bliska (niewielkie odleg³oœci od Ÿród³a pola, niskie czêstotliwoœci zmian pola):
• Wielkoœæ sk³adowej elektrycznej jest proporcjonalna do opornoœci w³aœciwej
pó³przestrzeni i maleje z szeœcianem odleg³oœci od Ÿród³a. Praktycznie nie zale¿y od
czêstotliwoœci.
• Pole magnetyczne nie zale¿y od w³asnoœci elektrycznych oœrodka (opornoœci) i od
czêstotliwoœci pola. Amplituda pola maleje z kwadratem odleg³oœci od Ÿród³a pola.
• W zwi¹zku z powy¿szymi wnioskami wszelkie postaci impedancji (por. wzory (80))
s¹ proporcjonalne do opornoœci w³aœciwej pó³przestrzeni i odwrotnie proporcjonal-
ne do odleg³oœci od Ÿród³a.
• Wszystkie sk³adowe pola elektromagnetycznego Ex, Ey, Hx, Hy, Hz zale¿¹ od azy-
mutu odleg³oœci: Ÿród³o – punkt rejestracji pola.
– Strefa daleka (du¿e odleg³oœci od Ÿród³a pola):
• Sk³adowe pola elektrycznego zachowuj¹ siê podobnie jak w przypadku strefy bliskiej.
• Wszystkie sk³adowe pola magnetycznego, w odró¿nieniu od strefy bliskiej, zale¿¹
od w³asnoœci elektrycznych oœrodka. Sk³adowe poziome malej¹ z szeœcianem od-
leg³oœci od Ÿród³a pola, natomiast sk³adowa pionowa maleje jak r–4.
• Sk³adowe poziome impedancji dla k¹ta  = 0 zachowuj¹ siê jak impedancja p³askiej
fali elektromagnetycznej, tzn: Z Zxy yx  . Sk³adowe Zxz i Zyz dla k¹ta azy-
mutalnego  odpowiednio /2 i 0 s¹ proporcjonalne do wyra¿enia r  , czyli nie
zale¿¹ od w³asnoœci elektrycznych oœrodka.
• Wszystkie sk³adowe pola elektromagnetycznego, podobnie jak w przypadku strefy
bliskiej, zale¿¹ od k¹ta azymutalnego .
Pole pionowego dipola magnetycznego
w jednorodnej izotropowej pó³przestrzeni
Na wysokoœci h od p³askiej granicy rozdzia³u dwóch izotropowych i jednorodnych
pó³przestrzeni o parametrach 0, 
0, 0, k0 i 1, 
1, 1, k1 w pocz¹tku uk³adu wspó³rzêd-
nych x, y, z znajduje siê dipol magnetyczny o momencie M = I · S (I – natê¿enie pr¹du, S –
powierzchnia cewki) zorientowanym wzd³u¿ osi z prostopad³ej do powierzchni rozdzia³u
pó³przestrzeni (Fig. 5). Do okreœlenia pola elektromagnetycznego takiego dipola wykorzy-
stujemy potencja³ wektorowy typu magnetycznego A* (por. wzór (7)).
W pobli¿u dipola potencja³ wektorowy zachowuje siê jak w jednorodnej przestrzeni
i ma tylko sk³adow¹ pionow¹ A z
* . Ze wzglêdu na symetriê osiow¹ potencja³ A z
* nie zale¿y
od k¹ta azymutalnego  i równanie Helmholtza dla A z
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Przyjmuj¹c rozwi¹zanie Gasanienki (1958), Zaborovskiego (1963) i Krajeva (1965)
oraz wykorzystuj¹c zwi¹zki miêdzy potencja³em A* i sk³adowymi pola elektromagnetycz-
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s¹ wielkoœciami pola pierwotnego w powietrzu, a M = I · S jest momentem dipola.
Stosunek amplitudy sk³adowej pola elektrycznego i magnetycznego w pó³przestrzeni
do pola pierwotnego nazywamy liczbami elektrycznymi e

i magnetycznymi hz i hg.
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Fig. 5. Dipol magnetyczny w jednorodnej izotropowej pó³przestrzeni
Fig. 5. Magnetic dipole in homogeneous isotropic half-space
Mo¿emy wiêc napisaæ:
E E e H H h H H hz z z r r r       
0 0 0, , (101)
Przeanalizujmy liczby elektryczne i magnetyczne w strefie bliskiej i dalekiej. Wpro-
wadzimy oznaczenia p k r 1 .

























i Hz pola pionowego dipola magnetycznego w pó³przestrzeni
wskazuje, ¿e zachowuj¹ siê one jak w przypadku jednorodnej przestrzeni (por. wzory (56)
i (58) ze wzorami (100) i (102)). W pó³przestrzeni pojawia siê sk³adowa pola magnetyczne-
go Hr.
W strefie dalekiej, p >> 1, uwzglêdniaj¹c asymptotyczne wyra¿enia zmodyfikowanych





















































Stosunek pól Hz / Hr jest proporcjonalny do 1/r, tak wiêc w strefie dalekiej Hz << Hr,
czyli pole magnetyczne jest liniowo spolaryzowane. Pozosta³e sk³adowe pola E

i Hr, wza-
jmenie prostopad³e, tworz¹ p³ask¹ falê elektromagnetyczn¹ poprzecznie spolaryzowan¹.







St¹d wnioskujemy, ¿e pole elektromagnetyczne dipola magnetycznego w strefie dale-
kiej zachowuje siê jak w przypadku fali p³askiej.
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POLE NIESKOÑCZENIE D£UGIEGO KABLA
I NIEUZIEMIONEJ PÊTLI
Przypadek 1
Nieskoñczenie d³ugi kabel po³o¿ony jest na powierzchni jednorodnej izotropowej
pó³przestrzeni. Takie Ÿród³o pola traktujemy jako system poziomych dipoli elektrycznych
usytuowanych wzd³u¿ osi x kartezjañskiego uk³adu x, y, z. Pole opisane jest przez potencja³
wektorowy sk³adowych Ax i Az (por. wzory (66)). W wyniku superpozycji pól potencja³
wektorowy kabla mo¿emy przedstawiæ w postaci ca³ki po d³ugoœci kabla z wyra¿eñ opisu-
j¹cych potencja³ dipola elektrycznego.
Wykorzystuj¹c wyra¿enia (9) i (16) dla sk³adowych pola elektrycznego i magnetycz-








































2 1 2 1 1

















2 2 2 1

 ( )
gdzie: I – natê¿enie pr¹du w kablu, H1(ik1y) i H2(ik1y) – funkcje Struwego pierwszego i dru-
giego rodzaju, J2(ik1y) – funkcja Bessela pierwszego rodzaju rzêdu 2.














W strefie dalekiej, p k y 1 1, pozioma sk³adowa pola magnetycznego Hy maleje
z kwadratem odleg³oœci od kabla. Jednoczeœnie sk³adowe pola Ex i Hz malej¹ znacznie
szybciej w miarê zwiêkszanie siê odleg³oœci od kabla. Z obliczeñ wynika równie¿, ¿e dla
p > (3 – 5) wyniki pomiarów pola magnetycznego na wysokoœci z < y ma³o siê odró¿niaj¹
od pomiarów bezpoœrednio na powierzchni ziemi.
Gdy kabel ma skoñczon¹ d³ugoœæ (2L), wzory na pole elektromagnetyczne odpo-
wiadaj¹ce nieskoñczenie d³ugiemu kablowi mo¿na stosowaæ tylko przy spe³nieniu warunku
y < 2L i x < L. Ponadto je¿eli odleg³oœci miêdzy kablem a punktem obserwacji, na których
bada siê pole elektromagnetyczne, kilkakrotnie przewy¿szaj¹ d³ugoœæ kabla, to do obliczeñ
wartoœci pola mo¿na zastosowaæ wzory na pole dipola elektrycznego (por. wzory (68)–(72)).
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Skoñczona d³ugoœæ kabla wp³ywa na wartoœci pola Ex, Hy, Hz, jak równie¿ na jego kszta³t.
Pojawia siê sk³adowa pola Hx. Wartoœci pola zale¿¹ od parametru   k L1 , który przy za-




L 10 3– [m].
Przypadek 2
Pole elektromagnetyczne nieuziemionej pêtli tak¿e mo¿na obliczyæ przez ca³kowanie
pól poziomych dipoli elektrycznych. W œrodku ko³owej pêtli o promieniu R, wzd³u¿ której
p³ynie pr¹d o natê¿eniu I, zanika sk³adowa elektryczna, a sk³adowa magnetyczna prosto-
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2 2[ – ( – ) ] (108)
W centralnej czêœci pêtli pionowe pole magnetyczne mo¿na uwa¿aæ za jednorodne,
niezale¿ne od odleg³oœci od œrodka pêtli r. Gdy r > 5R, pole elektromagnetyczne pêtli mo¿-
na obliczyæ wed³ug wzorów na pionowy dipol magnetyczny (por. wzory (96)–(99)).
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Summary
Dipole sources of the electromagnetic (EM) field are used in a range of geoeletric
prospecting methods (Figs 1, 2). The EM field is described by the wave equations, of which
the solution can be simplified by means of potential functions such as vector potentials of
electric and magnetic type that can be derived from the Maxwell’s equations. Relatively
simple relationships for the vector potentials can be obtained for electric and magnetic
fields that are harmonically dependent on time. The differential equations that are satisfied
by the vector potential simplify in the so-called far zone |kr| >> 1 and near zone |kr| << 1,
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where k is wave number and r is a distance between the source and registration site. At dis-
continuity boundaries of electric conductivity the vector potential satisfies congruent
boundary conditions that follow directly from the continuity of horizontal components of
the electric field and continuity of vertical components of the vector of electric and mag-
netic field induction.
This paper presents analysis of electric field and magnetic fields generated by a hori-
zontal electric dipole (Fig. 3), vertical magnetic dipole (Fig. 5), infinitely long cable, and
ungrounded loop in a homogeneous space and half-space. For a horizontal electric dipole
on the surface of homogeneous isotropic half-space in, the electric EM field component in
the near zone is proportional to resistivity of the half-space and decreases with the cubed
distance to the source. The electric component does not depend on frequency and is similar
in character to the electric field of direct current dipole. The magnetic field does not depend
on resistivity and frequency of the field. The field amplitude decreases with the squared
distance to the source.
Therefore, all components of the impedance are proportional to resistivity of the
half-space and inversely proportional to the source distance. The field components in the
far zone behave the same as in the near zone. All magnetic field components depend on
electric properties of a rock medium. Horizontal components decrease with a cubed source
distance while the vertical component decreases as r–4. For  = 0 horizontal components of
the impedance behave as the impedance of plane EM wave (Fig. 4). Impedance compo-
nents, Zxy i Zyx, for  = /2 and  = 0 depend on medium’s electric properties. All EM field
components depend on azimuthal angle,  , both for the near zone and far zone.
In the case of vertical magnetic dipole on the surface of homogeneous and isotropic
half-space (Fig. 5), components E

and Hz in the near zone behave as in the case of homo-
geneous half-space. A magnetic field component, Hr, appears. The magnetic field in the far
zone is linearly polarised. Mutually perpendicular components, E

and Hr, form a plane EM
wave that is transversely polarized. The impedance module is Z E Hr  / ( )
/1 2 ,
and hence it can be concluded that EM field in the far zone behaves as the plane wave field.
In the case of an infinitely long cable in the far zone, horizontal magnetic field compo-
nent, Hy, decreases with the squared distance to cable. At the same time, components Ex
and Hz decrease much faster with a distance to the cable. If the cable has a finite length
(2L), the given equations for EM field can be applied only when y < 2L and x < L. If a mea-
surement distance is longer the cable length, equations (68)–(72) can be applied. The finite
length of the cable has an effect both on magnitude and shape of Ex, Hy, Hz components.
In the center of an ungrounded circular loop with a radius R, through which flows
electric current I, the electric component vanishes while the magnetic component can be
calculated by means of equation (108). The vertical magnetic field in the central part of the
loop can be regarded as homogeneous irrespective a distance, r, do the loop center. When
r > 5R, the EM field for the loop cant be calculated based on equations (96)–(99) for verti-
cal magnetic dipole.
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